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Versuch einer dynamischen Theorie der Sonnenatmosphare

Von F. SCHMEIDLER
Von der Universitits-Sternwarte Miinchen
(Z. Naturforschg. 5a, 297—308 [1950]; eingegangen am 27. Mirz 1950)

Es wird versucht, die ungleichmiiBige Rotation der Sonne als atmosphirisches Stromungs-
phénomen im Sinne von Bjerknes zu deuten. Die beobachteten Meridionalstrémungen in
der Sonnenatmosphire beweisen die Existenz einer Zirkulation zwischen dem Aquator und
den Polen. Es wird angenommen, da3 die Sonne einen mit der raschen Aquatorgeschwindig-
keit rotierenden Kern besitzt. Die hydrodynamischen Gleichungen werden durch Streichung
numerisch kleiner Glieder vereinfacht; bei der Integration dienen die beobachteten Stromungen
als Randwerte. Dann ergibt sich als mogliche Erklirung der ungleichmifBigen Rotation die
Annahme des Zusammenwirkens von drei Kriften: die durch das rotierende Koordinaten-
system verursachte Coriolis-Kraft, die turbulente Reibung der Gasmassen und eine von den
Polen zum Aquator gerichtete dufBere Kraft, deren physikalische Natur unbestimmt bleibt.
Wenn sie durch einen Temperaturunterschied zwischen Pol und Aquator zustandekommt, ist
dieser sicher kleiner als 100°. Kinematisch besteht das Bild einer geschlossenen meridionalen

Zirkulation, der die durch die Coriolis-Kraft verursachte Ablenkung iiberlagert ist.

Die Tatsache, daf3 gasféormige Himmelskérper un-
gleichmiiBig rotieren, indem ihre Winkelgeschwin-
digkeit mit der Breite variiert, hat Anla} zu vielen
Untersuchungen gegeben. Beim Planeten Jupiter zei-
gen die neueren Beobachtungen, daf3 die sichtbare
Oberfliche in zwei scharf getrennte Zonen mit ver-
schiedener, aber innerhalb der Zone konstanter
Winkelgeschwindigkeit zerfillt; in niedrigen Breiten
(@ kleiner als etwa 10°) herrscht rasche Rotation, in
den Breiten iiber 10° langsame. Auf der Sonne besteht
dagegen eine kontinuierliche Abnahme der Rotations-
geschwindigkeit mit der Breite; auBerdem hiingt die
Winkelgeschwindigkeit auch ab von der Héhe der be-
trachteten Schicht iiber dem Photosphirenniveau; die
Beobachtungen zeigen, daf3 die Rotation um so rascher
erfolgt, je hoher eine Schicht liegt. Daher ist die nach
den Polen zu eintretende Verlangsamung der Winkel-
geschwindigkeit in den hoheren Niveaus geringer als
in der Photosphire. In einer neueren Arbeit hat
E. Schoenberg! die bei Jupiter beobachteten
Vorginge als atmosphirische Stromungen gedeutet,
die durch Wirmequellen (Vulkane) einer halbstarren
Oberfliche des Planeten verursacht werden. Der er-
zielte Erfolg legt es nahe, zu untersuchen, ob auch die
ungleichmifBige Rotation der Sonne als atmosphirische
Stromung gedeutet werden konne. Es ist in der Tat
wahrscheinlich, dafl die Breitenabhiingigkeit der
Sonnenrotation eine auf die Oberfliche und geringe

1 E.Schoenberg, S.-B. math.-naturwiss. Abt. bayr.

Akad. Wiss. 1948 — Mitt. d. Sternwarte Miinchen, Bd. 1,
Nr. 1.

Tiefe beschriinkte Erscheinung ist; denn nach Wald-
meier? haben die fleckenerzeugenden Herde eine
von der Breite unabhiingige Rotationsgeschwindigkeit
und deuten so die Existenz eines Kernes an, der in
geringer Tiefe unter der Photosphiire beginnt und
wie ein starrer Korper rotiert; seine Winkelgeschwin-
digkeit ist nach den Waldmeierschen Ergebnissen die
rasche Geschwindigkeit, die am Aquator der Sonne
herrscht. :

Der erste, der es versuchte, die Vorginge auf der
Sonne als Strémung einer Atmosphire nach dem
Muster der Erdatmosphire zu deuten, war V. Bjerk-
nes3. Er ging am SchluBB seiner Arbeit, die sich in
erster Linie mit der Bildung der Sonnenflecke befaS3te,
auch auf die allgemeine Zirkulation der Sonnenatmo-
sphire ein und nahm eine Reihe von iibereinander-
gelagerten Einzelzirkulationen zwischen Aquator und
Pol an; die Meridionalbewegungen werden infolge
der ablenkenden Kraft der Sonnenrotation in ost-west-
liche Strémungen verwandelt und ergeben so das
Phinomen der breitenabhiingigen Winkelgeschwin-
digkeit. Vor kurzer Zeit hat Czada* eine formel-
mifige Behandlung der Frage als hydrodynamisches
Problem veroffentlicht. Er nimmt dabei innerhalb des
Sonnenkérpers Stromungen in radialer und zonaler

2 M. Waldmeier, Ergebnisse und Probleme der
Sonnenforschung, Akademische Verlagsgesellschaft, Leip-
zig 1941, S. 52.

3 V.Bjerknes, Astrophysic. J. 64, 93 [1926] = Con-
trib. Mt. Wilson Obs. 312 [1926].

41 K. Czada, Contrib. Konkoly Obs. Budapest-
Svabéghi 19 [1949].
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Richtung an und stellt den Geschwindigkeitsvektor
durch eine empirische Formel dar, die einerseits die
beobachtete Oberflichenstromung gut wiedergibt und
andererseits eine verhiltnismifBig einfache Integra-
tion der hydrodynamischen Gleichungen gestattet.
Diese Losung gibt nicht die beobachteten Meridional-
stromungen in der Sonnenatmosphire wieder.
Neuerdings ist versucht worden, die ungleichmifBige
Rotation der Sonne als elektromagnetischen Vorgang
zu deuten, vor allem von A 1fv én 3. Danach herrscht
im Sonnenkérper ein elektrisches und damit auch ein
magnetisches Feld, welches mit dem Geschwindigkeits-
feld im Gleichgewicht stehen muf3; denn die Bewe-
gung der Materie erzeugt Induktionsspannungen,
wiithrend umgekehrt das Feld als mechanisch wirkende
Kraft die Materie in Bewegung setzt. Ein vorgegebe-
nes elektromagnetisches Feld muB3 daher eine be-
stimmte Geschwindigkeitsverteilung bedingen. Die
Reibung, die das Geschwindigkeitsfeld hydrodyna-
misch beeinfluf3t, ist bei Alfvén nicht beriicksichtigt.
Die vorliegende Arbeit faBt die Abhingigkeit der
Rotationsgeschwindigkeit von Hohe und Breite als
das Resultat aerodynamischer Stromungen idhnlich
denen der Erdatmosphire auf. Die Sonne hat einen
Kern, der wie ein starrer Korper mit der raschen
Aquatorgeschwindigkeit rotiert und in einer gewissen,
zuniichst unbekannten Tiefe unter der Photosphire
beginnt; alle iiber diesem Kern befindlichen Gas-
massen werden zur ,,Atmosphire” gerechnet, obgleich
man sich den Kern nicht etwa als festen Korper vor-
zustellen hat. Die Photosphiire, die fiir uns die optische
Grenze des Sonnenkorpers ist, bedeutet in diesem
Sinne nur eine Schicht innerhalb der Atmosphire. Auf
diese wirken verschiedene Kriifte ein; die Natur der
dulleren Kriifte, die neben der Schwerkraft wirksam
sind, ist a priori unbekannt; es konnen thermische
Auftriebskrifte, hervorgerufen durch lokale Tempe-
raturunterschiede, sein, es kann sich um Krifte elektro-
magnetischer oder sonstiger Natur handeln. Auf jeden
Fall verursachen sie eine Bewegung der atmosphiiri-
schen Gasmassen, die den hydrodynamischen Glei-
chungen folgen miissen. Durch innere Reibung be-
einflussen sich die verschiedenen Schichten gegenseitig
und schlieBlich tritt infolge der Rotation der Sonne
die nach der Seite zu ablenkende Coriolis-Kraft auf.
Aus den beobachteten Bewegungen ist zu ermitteln,
welche Kriifte zusammenspielen miissen, um gerade
diese Stromungen zu erzielen. Da dem Kern der
Sonne, nach Waldmeier, die rasche Rotations-

5 H. Alfvén, Ark. Mat., Astronom. Fysik, Ser. A 29,
Nr. 12 [1943].
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geschwindigkeit des Aquators zuzuschreiben ist, liegt
nicht ein Voreilen am Aquator, sondern vielmehr ein
Zuriickbleiben in den hoheren Breiten vor; als Ur-
sache ergibt sich die Coriolis-Kraft, die am Aquator
verschwindet, in den hoheren Breiten jedoch die
Gasmassen in dem Sinne ablenkt, daf3 sie der Rota-
tionsrichtung entgegen riickwiirts stromen.

Die hier entwickelte Theorie schlieBt eine Erkli-
rung des Phinomens durch elektromagnetische Kriifte
nicht aus, beschriinkt sich aber bewuf3t auf die hydro-
dynamische Seite des Problems. Nichts hindert, den
duBeren Kriiften elektromagnetische Natur beizulegen,
falls spiitere Beobachtungsresultate zeigen sollten, daf3
die Rotation der Sonne nur als elektromagnetisches
Phinomen verstanden werden kann. Da bis heute
nicht einmal die Existenz des allgemeinen Magnet-
felds der Sonne auBlerhalb jedes Zweifels steht, er-
scheint es verfriiht, sich auf die Hypothese elektro-
magnetischer Kriifte als Ursache der ungleichmii8igen
Sonnenrotation festzulegen.

Im folgenden wird gezeigt, wie man aus den be-
obachteten Strémungen ein Bild der gesamten Zirku-
lation und der Verteilung der duBeren Kriifte gewin-
nen kann. Der direkten Beobachtung sind die Be-
wegungskomponenten in zwei Koordinaten zuging-
lich; als Bewegung in Linge wird in jedem Punkt die
Abweichung der Rotation von der schnellen Winkel-
geschwindigkeit des Sonneniiquators gedeutet, die die
Drehgeschwindigkeit des Kerns ist; die Bewegungen
in Breite sind ebenfalls der direkten Beobachtung zu
entnehmen. Stets ist nur ein mittlerer Strémungs-
zustand betrachtet; dhnlich wie fiir die allgemeine
Zirkulation der Erdatmosphire die grofriumigen Be-
wegungen, die sich im zeitlichen Mittel {iber groBe
Gebiete einstellen, ausschlieBlich von Bedeutung sind,
soll auch in der Sonnenatmosphire von kurzlebigen,
kleineren Gebilden, wie Flecken, Fackeln und Pro-
tuberanzen, abgesehen werden; sie dienen uns nur als
Mittel, um beobachtungsmiBig die Richtung der all-
gemeinen Stromung, von der sie mitgetragen werden,
zu erfassen.

1. Das vorhandene Beobachtungs-
material

Uber die Breitenabhingigkeit der Sonnenrotation
liegt eine groBe Zahl von Beobachtungsreihen vor,
welche das Phinomen auch in verschiedenen Hhen
erfassen. Flecke, Fackeln und Protuberanzen dienen
als Objekte, die die Winkelgeschwindigkeit anzeigen,
und zwar entsprechen die Flecke dem untersten
Niveau, der Photosphire, die Fackeln einer mittleren
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und die Protuberanzen der hochsten Hohe. Trotz ein-
zelner Abweichungen ergab sich aus allen derartigen
Untersuchungen das gleiche Bild. In allen Hohen-
lagen nimmt die Rotationsgeschwindigkeit vom Aqua-
tor zu den Polen ab, aber die Abnahme erfolgt um so
langsamer, je hoher die betreffende Schicht liegt.
Dariiber hinaus deuten manche Beobachtungsreihen
an, dal am Aquator die Winkelgeschwindigkeit mit
der Hohe anwiichst; demnach wiren in den #iquato-
rialen Schichten iiber der Photosphire Geschwindig-
keiten vorhanden, die die Drehgeschwindigkeit des
Kerns noch iibertreffen. Nach d’Azambuja® ist
indes die Rotationsgeschwindigkeit am Aquator der
Sonne in allen Niveaus die gleiche; der geringe Unter-
schied, den er zwischen Photosphire und Protube-
ranzenniveau noch fand, liegt im Bereich der Be-
obachtungsunsicherheit. In den folgenden Unter-
suchungen ist eine Zunahme der Aquatorgeschwindig-
keit mit der Hohe nicht beriicksichtigt; es sei jedoch
darauf hingewiesen, daB3 die entwickelte Theorie mit
einer geringen Abinderung der numerischen Werte
ihrer Parameter auch diesem Phinomen Rechnung
tragen kann. Zur Darstellung der Winkelgeschwindig-
keit als Funktion der Breite sollen die aus den Inter-
polationsformeln

& = 14740 — 2760 sin® ¢ fiir die Photosphire,
&= 14740 — 2716 sin® @ fiir das Protuberanzenniveau

folgenden numerischen Werte benutzt werden; dabei
ist ¢ die heliographische Breite und & der Drehwinkel
pro siderischem Tag. Die Koeffizienten der beiden
Formeln sind der zitierten Arbeit von d’Azambuja
entnommen. Ist u die lineare Geschwindigkeit in

Breite: 0°—10°> 10°—20° 20°—30°
Fackeln: + 0°3 -+ 079 + 196
Protuberanzen: -+ 3°5 + 271 + 1.3

Die Zahlen sind unverindert den beiden Arbeiten
entnommen. Durch Glittung werden aus ihnen die
Werte der Meridionalstromung fiir die Breiten 15 °,
30° 45° 60° und 75° entnommen und mittels
Division durch die Rotationsdauer in Bewegungen
pro Tag umgerechnet. So ergeben sich die Meridional-
geschwindigkeiten der Tab. 1, in der eingeklammerte
Werte durch Extrapolation gewonnen sind.

Leider ist es beobachtungsmiBig nicht mdoglich,

6 L. d’Azambuja, Sur la vitesse, angulaire de
rotation des couches superficielles du soleil. Comité

national frangais d’astronomie 1948, 52.
?]. Tuominen, Z. Astrophysik 21, 96 [1941].

Linge und R der Radius der Sonne, dann gilt

u=Rncosp, n=:c—14740

und die numerischen Werte u folgen aus den Formeln

u=—2760 Rsin®® cos® in der Photosphiire,

1)

u=—2716 Rsin>® cos ¢ im Protuberanzenniveau.

Auch iiber die Strémung in Breite liegen Beobach-
tungsresultate vor. In der Photosphiire sind Meridio-
nalstromungen, wie die Sonnenflecke zeigen, im zeit-
lichen Mittel verschwindend klein. Frither hielt man
die Bewegungen der Sonnenflecke in Breite tiber-
haupt fiir regellos; erst 1941 zeigte Tuominen?
aus den jahrzehntelangen Greenwicher Beobachtungs-
reihen, dafl in Aquatornihe (¢ kleiner als 16°) die
Flecke eine systematische Bewegung in Richtung zum
Aquator, in Breiten iiber 16° in Richtung zu den
Polen aufweisen. Die von ihm abgeleiteten Geschwin-
digkeiten iibersteigen kaum die Beobachtungsunsicher-
heit; da auBerdem die Zweiteilung der Stromung in
den hoheren Schichten der Sonnenatmosphire nicht
auftritt, wollen wir alle Meridionalbewegungen im
Photosphirenniveau vernachlissigen. Hingegen herr-
schen in der Hohe der Protuberanzen gréfBere Meri-
dionalstrémungen in Richtung polwiirts, deren Betrag
d’Azambuja beobachtet hat8 Auch in dem mitt-
leren Niveau, das von den Fackeln eingenommen
wird, zeigen die Beobachtungen in Greenwich® Be-
wegungen in Richtung zu den Polen. Die Beobachtung
gleicher Objekte, die nach einer Sonnenrotation wie-
der erschienen, zeigten nach den beiden Beobach-
tungsreihen Verschiebungen in Breite vom Betrag A¢:

30°—40°  40°—50° 50°—60°  60°—70°
+1%6 — — =
+0°4 +0°6 +07 +075

bis zu den Polen selbst die Meridionalstrémung zu
bestimmen. Die Werte der Komponente u nach Gl. (1)
und der Komponente v nach Tab. 1 werden der
Theorie zugrunde gelegt.

2. Die Bewegungsgleichungen
und ihre Vereinfachung

Die beobachteten Stromungsgeschwindigkeiten sol-
len hydrodynamisch gedeutet werden. Man sieht, daf3
8L d’Azambuja u M. d’Azambuja, Ciel

et Terre, LX année, Nr. 7—9 [1944].
9 Monthly Notices Roy. Astronom. Soc. 85, 189 [1925].
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die Geschwindigkeit in Linge wesentlich grofBer ist
als die in Breite. In einer Gasmasse, die sich im rotie-
renden Koordinatensystem bewegt, erzeugt eine
meridional gerichtete Kraft, etwa ein Druckgradient,
stets dann eine rein zonale Stromung als Konsequenz
der ablenkenden Coriolis-Kraft, wenn die innere Rei-
bung verschwindet. Die ungleichmiBige Rotation der
Sonne konnte in diesem Fall als Wirkung einer meri-
dionalen Kraft auf eine reibungslose Gasmasse auf-
gefal3t werden. Da aber die Meridionglkomponenten
der Bewegung nicht ganz verschwinden, kann die
Reibung nicht vernachlissigt werden; in den héheren
Niveaus stromen die Gasmassen polwirts und miissen
wegen der dadurch bedingten Ablenkung eine raschere
Rotation aufweisen. Schon d’Azambuja hat darauf
hingewiesen, daB3 diese Tatsache als Erkldrung fir
die Zunahme der Winkelgeschwindigkeit mit der
Hohe dienen kann®.

Wenn r, ¢, A rdumliche Polarkoordinaten mit An-
fangspunkt in der Sonnenmitte bedeuten, lauten die
Bewegungsgleichungen eines Massenteilchens in dem
mit der Winkelgeschwindigkeit o rotierenden Koordi-
natensystem 19

r—r@*—rcost® (i—2w)i
_19p

= = _F_
0 E)r+f' &

ro +2r¢ +rsin®cos v (i—2w) i
1 9p

=— —Fgp, 2
ro 8q+f¢ ¥ @

rcos® i+ 2 (rcos® —r¢sin®) (i — o)

1 9
© rocosp 04 +hH—F-

Auf den rechten Seiten bedeutet o die Dichte,
p den Druck, die GroB8en F sind die Reibungskrifte
und f die etwa wirksamen #ufleren Krifte, die nicht
notwendig ein Potential zu besitzen brauchen. Alle
Bewegungen sollen als stationir angenommen wer-
den; die in manchen Beobachtungsreihen angedeutete
Schwankung der Rotationsgeschwindigkeit im Laufe
des 11-jihrigen Sonnenzyklus ist nur unsicher belegt
und zudem von geringer Amplitude. Der stationiire
Zustand stellt sich in der Weise ein, daf} alle wir-
kenden Krifte im Gleichgewicht stehen und in der
gesamten Atmosphire eine nur vom Ort abhiingige
Geschwindigkeitsverteilung herrscht. Wir fiithren in
die Gln. (2) die Geschwindigkeitskomponenten

Uu—ricosy, v=r9, w=r
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ein und schreiben die totalen Differentialquotienten
nach der Zeit in bekannter Weise als partielle Ab-
leitungen nach den Koordinaten; ferner betrachten
wir die Ausdehnung der Atmosphire als klein und
ersetzen r durch den Sonnenradius R; wo Ableitungen
nach r vorkommen, sei der Buchstabe z fiir die radiale
Richtung gewihlt. So folgt aus (2) das System (3)

wa v dw u o w W40t
%z R ® ' Rcosg 0i R
1 Jap
2 =— K _F —go
+ 2wucos ¢ . az+f’ F,—g,
_dv v v u v | wo | ud
u&):+R dp Rcos @ 8/'.+ R—+Rtg(p
0
_2cousin§0:——0% ;Z +f,p—F(p, (3)
Ju v Ju u Ju wu uv
w = —t
dz R 99 Rcos® 094 ¥ R R g9
+20wcos® —2w vsin ¢
1 ap
e

rocos e JA

Hinzu tritt als Gl (4) die Kontinuititsbedingung,
die in Polarkoordinaten bei stationirer Bewegung das
folgende Aussehen hat: ‘

o _sece (f, (eosg) + 597 & 0. (g

Die Gln. (3) und (4) miissen vereinfacht werden,
um eine Integration zu ermdglichen. Die hier ein-
gefiihrten Vernachlissigungen sind im wesentlichen
dieselben, die Prandtl!! benutzt hat, um die Stro-
mungen in der Erdatmosphire zu studieren. Wir be-
nutzen folgende Annahmen:

I. Die Vertikalerstreckung der Sonnenatmosphire
ist klein gegeniiber dem Sonnenradius R.

II. Zonale Krifte und Gradienten sind nicht vor-
handen.

III. Ursache der Reibung ist der vertikale Massen-
austausch.

IV. Quadrate und Produkte von Geschwindigkeiten
werden als klein vernachlissigt.

V. Die Dichte o wird als Konstante betrachtet.

Voraussetzung 1 diente schon oben als Rechtferti-
gung, um iiberall r = R zu setzen. Sie bedingt ferner

10 E.Schoenberg, Astronom. Nachr. 273, 113 [1942].

1t F.Kropatschek, Die Mechanik der grofBen Zir-
kulation der Atmosphire, Beitr. z. Physik d. freien Atmo-
sphire 22, 272 [1935].
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nach den Sitzen der Grenzschichttheorie, daf3 alle
GroBen, die Vertikalbeschleunigungen darstellen, ver-
schwinden; zusammen mit IV folgt daraus, daB3 die
ganze linke Seite der ersten Gl. (3) verschwindet. Die
Voraussetzung II ist aus Symmetriegriinden zu recht-
fertigen. Nach III ist der vertikale Massenaustausch
als Reibungsursache vorherrschend gegeniiber der
molekularen Reibung; er wird hervorgerufen durch
die Turbulenz der auf- und absteigenden Gasmassen
und iibertrigt Bewegungsimpulse nur in der radialen
Richtung. Die Annahme turbulenter Reibung steht im
Einklang mit der Anschauung, daf} sich unmittelbar
unter der Photosphire eine Schicht konvektiven
Gleichgewichts befindet. Die turbulenten Zusatzbewe-
gungen tiberlagern sich der hier allein betrachteten
systematischen Stromung als Stoérung, beeinflussen
sie aber andererseits durch die von ihnen verursachte
Reibung. Der analytische Ausdruck fiir die durch
Massenaustausch verursachten Reibungskrifte lautet

( ,;)v), F,.:l,j,(A f’—“);
0 9z 0z - 0 0z 0z

die Reibung in der senkrechten Richtung kann ver-
nachlissigt werden.

Fp =

Voraussetzung 1V, welche die Linearisierung des
Systems (3) erzwingt, ist nur erlaubt, wenn die Ge-
schwindigkeiten gegeniiber der Rotationsgeschwindig-
keit wirklich klein sind. Nach (1) ist die tigliche
Lingeninderung gegeniiber dem starr rotierenden
Kern gleich 2°.6 sin? ¢, in mittleren Breiten also etwa
ein Zehntel der 14°.4 pro Tag betragenden Rotation;
auch in Polnihe tibersteigt die Stromungsgeschwindig-
keit nicht den Betrag von ein Fiinftel der Rotation,
und die Vernachlissigung der Glieder zweiter Ord-
nung diirfte keinen schwerwiegenden EinfluB haben.
Eine Ausnahme bildet die unmittelbare Umgebung
des Aquators, denn dort sind wegen des Faktors sin ¢
auch die tibrigen Glieder der Gln. (3) klein, so daf3
umgekehrt die quadratischen Glieder mit ihnen von
gleicher GréBenordnung werden und nicht mehr ver-
nachlissigt werden diirften. Gerade am Aquator der
Sonne sind aber die Stromungsgeschwindigkeiten, die
nach (1) dem sin?p proportional sind, besonders klein.

AuBBer den genannten Annahmen soll noch der Aus-
tauschkoeffizient A als konstant angesehen werden,
da wir iiber seine Verinderlichkeit innerhalb der
Sonnenatmosphire nichts wissen und auch keine
plausible Hypothese machen koénnen. So erhilt man
aus (3) und (4) das System
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1 9op ,
;o hTE o1
1 ;)9 _A Ii,f)-g——szusinrp—i-f(p, (5.2)
0 09 o dz°
0= AR -»fi-—I_f—+2vasin¢, (5.3)
0o 0z°
R L % _sigp=o0, (5. 4)
9z Jdp

welches den weiteren Untersuchungen zugrundeliegt.

3. Die Losung der Bewegungs-
gleichungen

Die Sonnenatmosphiire erstreckt sich von der Ober-
fliche des starren Kerns (z = 0) bis zur mittleren
Héhe der Protuberanzen (z = H). Statt z soll weiter-
hin eine Koordinate x = z/H verwendet werden.

Da der direkten Beobachtung nur die Strémungs-
komponenten u und v zuginglich sind, betrachten wir
(5.2) und (5.8) und fiihren die folgenden Abkiirzun-

gen ein:

4 H* 0? w%sin? ¢
ST =4k,
A2
2 k* 1 9p B
o (e R —tg)—gw). @
Die Funktion g, die im wesentlichen die in. meri-
dionaler Richtung wirksamen Krifte einschlieBlich des
Druckgradienten repriisentiert, ist irgendeine Funk-
tion des Ortes. Aus GI. (5.2) und (5.3) kann man v
eliminieren, indem man (5.3) zweimal nach z bzw.
nach x differenziert und das dabei entstehende Glied

v” aus (5.2) einsetzt; unter Benutzung der Abkiir-
zungen (6) erhilt man fiir v die Gl. (7):

d

4
axlf—i—flk‘u:—g(x,(r)sin(p. 7y

Diese lineare Differentialgleichung vierter Ord-
nung fiir u enthilt nur Differentiationen nach x; man
kann sie als gewohnliche Differentialgleichung mit
der unabhiingigen Variablen x ansehen, die einen
Parameter ¢ enthilt. Thre Losung wird erst eindeu-
tig durch Angabe von vier Randbedingungen. Ob-
gleich der Verlauf der Funktion g unbekannt ist,
kann man die allgemeine Form der Losung angeben.
Bei gegebenen Randbedingungen (sie werden unten
genau definiert werden) liBt sich diejenige Losung
von (7), die den Randbedingungen geniigt, in eine
nach den zugehiérigen Eigenfunktionen fortschreitende
Reihe entwickeln; die Funktion g beeinfluBt nur
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die numerischen Werte der Entwicklungskoeffizien-
ten. Jede Stromung in einer Atmosphire, die dem
System (5) unterworfen ist, muf3 durch einen der-
artigen Ansatz darstellbar sein. Wenn man die Ent-
wicklungskoeffizienten numerisch aus den Beobach-
tungen so bestimmt, daB3 diese optimal dargestellt
werden, kann man riickwiirts durch Einsetzung der
Reihe in die Gleichung (7) die Funktion g und damit
die ortliche Verteilung der in meridionaler Richtung
wirkenden Krifte erhalten.

Da am ,,Boden” die Geschwindigkeiten verschwin-
den und nach (5.38) v proportional zu u” ist, haben wir
fir x =0 die Randbedingungen u (0) = u" (0) = 0.
Fir die Werte von u und v an der oberen Grenze
x = 1 wihlen wir die beobachteten Werte, die aus
Formel (1) bzw. Tab. 1 hervorgehen; dabei ist u”
mit v durch Gl (5.3) verbunden, die unter Verwen-
dung von (6) lautet:

1 %

V=35 na -
2k% ox*

Es ist also diejenige Losung der Differentialglei-
chung (7) aufzusuchen, die den Randbedingungen

u(0) =0, u (0 =0, (8)

u (1), " (1) nach den beobachteten Werten gentigt.
Die Randwerte hingen von ¢ ab, wie liberhaupt
die ganze Gleichung noch den Parameter ¢ enthilt.
Das Randwertproblem (7), (8) ist inhomogen, denn
die rechten Seiten sind von Null verschieden. Das
zugehorige homogene Problem, welches entsteht, in-
dem man in (7) und in (8) die rechten Seiten gleich
Null setzt, ist im allgemeinen unlésbar. Es lautet:

otu

++4ku=0, 9)

ox
w0 =0,uv"0)=0,ud)=0, v (1)=0. (10)
Die allgemeine Losung von (9) kann als Summe
von vier mit je einer willkiirlichen Konstanten multi-
plizierten Einzellosungen geschrieben werden; es ist
aber praktisch immer unméglich, diese vier Konstan-
ten so zu wihlen, dal die vier homogenen Bedin-
gungen (10) erfiillt werden, denn man kann ihnen
nur Genlige leisten, wenn alle vier Konstanten ver-
schwinden. Da das homogene Problem unlésbar ist,
folgt, daB3 das inhomogene Problem (7), (8) eine be-
stimmte Losung hat.
Wenn man statt (9) die Differentialgleichung
otu

A

+ @k +)u=0
Jx

(11)
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betrachtet und unter 4 einen beliebigen Parameter
versteht, dann gibt es gewisse Werte 4, fiir die (11)
eine den Bedingungen (10) geniigende Losung be-
sitzt; den Beweis dafiir liefert die Theorie der Inte-
gralgleichungen. Die betreffenden Werte sind die
Eigenwerte 4y, 4>... der Gl (11) fiir die Randbedin-
gungen (10) und die zugehérigen Losungen sind die
Eigenfunktionen ¢y, ¢», ...

Die gesuchte Losung von (7), die die Randbedin-
gungen (8) erfiillt, ermitteln wir in zwei Schritten.
Erst stellen wir eine Funktion u, her, die zwar die
Differentialgleichung (7), aber nicht die Randbedin-
gungen (8), sondern die homogenen Randbedingun-
gen (10) erfiillt. Dieser Funktion fligen wir als zwei-
ten Schritt diejenige Losung der homogenen Differen-
tialgleichung (9) hinzu, die die vorgeschriebenen
Randbedingungen (8) erfiillt. Uber die erste Funk-
tion uy lehrt die Theorie der Integralgleichungen, daf3
sie nach den Eigenfunktionen der Gl. (11) entwickelt
werden kann und das Aussehen hat:

U =Crg1+ C2q2+ ...

Die numerischen Werte der Koeffizienten ¢, sind
von der Funktion g(x, ¢) in (7), also von der Druck-
verteilung in der Sonnenatmosphire, abhiingig. Dieser
speziellen Losung von (7) brauchen wir nur die all-
gemeine Losung der homogenen Gl. (9) zuzufiigen,
um die allgemeine Losung von (7) zu erhalten. Wie
oben schon erwihnt, ist speziell diejenige Losung
von (9) zu wihlen, die unsere Randbedingungen (8)
erfiillt. Wenn U,, U,, U,, U, irgend vier unabhin-
gige Losungen der homogenen Gl. (9) sind, dann hat
unsere gesuchte Losung des Randwertproblems (7),
(8) sicher das Aussehen

u=aq U1+02U2+03U3+04U4+b1 ‘}”1+b2fr~3+... .
(12)
Dabei kénnen alle Konstanten a,, as, as, as, by, bs. ..
in irgendeiner Weise von ¢ abhingen.
Als Form der Losungen konnen die Funktionen U;
in der folgenden Weise gewiihlt werden!?:

U, = Cofkxcoskx,

U; = CGinkxcoskx,

Us = Cof kxsinkx,
U, = Cinkxsinkx.

Die Eigenwerte und Eigenfunktionen der Gl. (9)
fiir die Randbedingungen (10) sind die folgenden:

4kt +7, =—@ma)*, g, =sinnrx.

12 5. Kamke, Differentialgleichungen, Losungsmetho-
den und Losungen L. Leipzig 1942, Akademische Verlags-
gesellschaft, S. 525/526.
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Folglich nimmt die Reihe (12), die die allgemeine
Form der Losung darstellt, die folgende Gestalt an:

u=a @okacoskx+ag@okasin‘kx

+ a3 Ginkxcoskx +a;Sinkxsinkx (13)

+ bysinax+ bysin2ax+ ...

Die Konstanten dieses Ansatzes sind nun so zu be-
bestimmen, daf3 die Randbedingungen (8), welche am
einen Rand (x=1) aus den Beobachtungen folgen,
erfiillt werden. Das bedingt zuniichst, daB3 die Groflen
a, und a, verschwinden; denn U, ist die einzige unter
den Funktionen U;, ¢,, die am Nullpunkt nicht ver-
schwindet, und U, die einzige, deren zweite Ableitung
dort von Null verschieden ist. Daher hat die Funk-
tion u sowie die aus ihr folgende Funktion v sicher
die folgende Gestalt:

u=aCof kxsinkx + a3 Sinkxcoskx

+bysinax+besin2ax + ...,

(14)
v=—asCinkxcoskx+ as Cof k xsin k x
+ b211-:2' sin T x + 42})'2];;’[—_—rsin2:rx+...,

in der simtliche Koeffizienten von ¢ abhingen. Die
numerischen Werte der b; hingen vom Verlauf der
Funktion g(x,¢) ab und damit von der Verteilung
der meridionalen Kriifte. Kennt man umgekehrt die
b; aus den Beobachtungen, dann hat man die Moglich-
keit, die Funktion g(x, ¢) zu bestimmen.

Die Konstanten sind so zu bestimmen, daf in jeder
Breite die in Abschnitt 1 mitgeteilten Beobachtungen
dargestellt werden. Es sind aber auBerdem noch zwei
Parameter unbekannt, die fiir die numerische Anwen-
dung der Formeln (14) notwendig sind; das sind k
und eine GroBe x,, welche angibt, in welcher Hohe
innerhalb der Sonnenatmosphire die Photosphire
liegt; in dieser Hohe x = x, miissen u und v die
durch die Beobachtungen vorgeschriebenen Werte an-
nehmen. Weder k noch x, gehen aber in (14) linear
ein und man kann beide nur dadurch bestimmen, daf3
man die Koeffizienten von (14) der Reihe nach unter
verschiedenen Annahmen fiir k und x, berechnet und
priift, welche Werte die giinstigste Darstellung er-
geben. Einen groben Anhaltspunkt iiber die GroBen-
ordnung erhilt man aus folgender Uberlegung. Wenn
man annimmt, da3 Differentialquotienten nach z in
erster Niherung proportional zu 1/H, also 3/3z ~ 1/H
ist, dann gilt nach G1.(5.8) v ~ u/2k? und im Mittel
iiber ¢: 2k2 = u/v.
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Diese Beziehung wird auf das Niveau der Protube-
ranzen angewendet. Als mittlere Geschwindigkeiten
betrachten wir das arithmetische Mittel der beobach-
teten Werte in den Breiten ¢ = 15°, 30°, 45°, 60°
und 75 °. So folgt

2 k* = 0,54/0,036 = 15 .

Der Mittelwert von k iiber alle Breiten [k ist nach (6)
proportional zu ]'sing ] liegt zwischen 2 und 3, wo-
mit die GroBenordnung festgelegt ist. Ein erster
numerischer Versuch wurde mit

k=30 l"sin ®

unternommen. Eine erste Abschitzung fiir x, nahm
der Wert 2/, an; er folgte aus der Uberlegung, daf3
das Rotationsgesetz der Photosphire dem der Pro-
tuberanzen #hnlicher ist als der starren Rotation des
Kerns und daher vermutlich die Photosphire dem
oberen Niveau niher liegt; die Annahme x, = /; be-
deutet, daB3 der Hohenunterschied Photosphire—Pro-
tuberanzen halb so grofB3 ist wie die Tiefe des Kerns
unter der Photosphire.

Wenn man numerische Werte fiir kK und x, an-
genommen hat, lassen sich die Konstanten in (14) be-
rechnen. Die Rechnung ist fiir jede Breite gesondert
zu fithren, hier wurden die Werte ¢ = 15°,30°, 45°,
60° und 75° herausgegriffen. Die Werte von u und v
im Niveau H, also fiir x = 1, sind numerisch aus Ab-
schnitt 1 zu entnehmen und ergeben die beiden Kon-
stanten a, und a; ; die Eigenfunktionen verschwinden
bei x = 1. Es ergibt sich

a: Cof ksink + a3 Sinkcosk =u (1),
—ax Cinkcosk + a3 Cof ksink = v (1)

als System zur Bestimmung von a, und a;. Wenn
man diese beiden Werte kennt, zieht man die be-
obachteten v und v im Photosphirenniveau x, heran,
um b; und b, zu ermitteln; die hoheren Reihenglieder
wollen wir vernachlissigen, die Konvergenz der Reihe
ist durch die Theorie gesichert. So folgen b; und b,
durch Auflgsung des Systems

by sin  xo + bs sin 2 1 xp
= u (x0) — a2 Cof k xo sin k xo — a3 Sin k xo cos k x.

by sintxp + 4 be sin 2 7 x

= 2715 (v (x0) + a2 Sink xy cos k xo— az €of k xy sin k x).

Die Benutzung der oben begriindeten ersten Hypo-

these A ,
k=3,0)sing, x=2/3
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liefe;te die folgenden Ausdriicke:
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@ =15° u= —0,056 Cof k x sin k x + 0,032 Sin k x cos k x — 0,14 sin Tt x — 0,023 sin 2 1 x
30 — 0,089 -+ 0,066 — 0,52 — 0,09
45 — 0,068 <+ 0,102 — 0,95 —0,14
60 — 0,032 + 0,094 — 1,05 —0,14
75 — 0,009 + 0,054 — 0,70 — 0,09

und die entsprechenden Formeln fiir v [s. Gl (14)].
Als Einheit der Geschwindigkeit ist dabei diejenige
gewihlt, bei der ein Massenteilchen pro Tag eine
Strecke zuriicklegt, die vom Sonnenmittelpunkt unter
dem Winkel von ein Grad erscheint; bei einem
Sonnenradius von 690000 km sind das 500 km pro
Stunde. Fiir die der Beobachtung zugénglichen Schich-
ten der Photosphiire, der Protuberanzen und der
Fackeln, deren Hohe genau gleich dem Mittel zwi-
schen den beiden anderen Niveaus angenommen
wurde, ergeben die Formeln die Werte der Tab. 2.

Fir Photosphire und Protuberanzenniveau stim-
men u und v mit den Beobachtungen nach Gl. (1)
bzw. Tab. 1 genau iiberein; das ist selbstverstindlich,

da diese Beobachtungen der Koeffizientenbestimmung
zugrundelagen. Im mittleren Niveau der Fackeln er-
gibt unsere Losung erhebliche Meridionalstrémungen,
die nach Tab. 1 keineswegs vorhanden sind. Das weist
darauf hin, daf3 die Annahme iiber die Parameter k
und x, fehlerhaft ist und die Rechnung mit anderen
Werten zu wiederholen ist. Es wurden nun verschie-
dene Versuchshypothesen durchgerechnet, die im ein-
zelnen nicht wiedergegeben werden sollen; eine gute
Darstellung aller Beobachtungen ergab schlieBlich die

Annahme o
. k=50)sing, % =08.

Mit diesen Werten resultieren die folgenden Formeln
der Stromungsgeschwindigkeit u:

(15)

@ =15° u=—0,0021 Cof k x sin k x + 0,0245 Sin k x cos k x — 0,19 sin 7t x + 0,00 sin 2 7t x
30 + 0,0128 Sof k x sin k x + 0,0243 Sin k x cos k x — 0,67 sin 7t x + 0,01 sin 2 T x
45 + 0,0203 Cof k x sin k x + 0,0103 Sink x cos kx — 1,10 sin «t x + 0,07 sin 2 71 x
60 + 0,0154 Sof k x sin k x + 0,0004 Sink x cos k x — 1,14 sin «t x + 0,12sin 2 T x
75

Numerisch ergibt das die Werte der Tab. 3.

Die v im Fadkelniveau zeigen vollkommene Uber-
einstimmung mit den beobachteten Werten.

4. Das Stromungsbild
in der Sonnenatmosphire

In den Gln. (15) und numerisch in Tab. 3 liegt die-
jenige Losung der Bewegungsgleichungen vor, die
mit den Beobachtungen der zuginglichen Schichten
ibereinstimmt; sie erlaubt ein vollstindiges Stro-
mungsbild zu konstruieren, welches auch iiber die-
jenigen Schichten eine Aussage macht, die nicht be-
obachtbar sind. Aus den Gln. (14) erhilt man u und
durch zweimalige Differentiation v; schlieBlich ergibt

Meridionalgeschwindigkeit v
Breite Ph hit Mittl. Niveau| Hohes Niveau
otosphdre | (Fackeln) | (Protuberanzen)
15° 0:00 + 0703 -+ 0708
30 0.00 + 0.06 + 0.04
45 0.00 (+ 0.06) + 0.02
60 0.00 — + 0.02
75 0.00 — (+ 0.02)

Tab. 1. Meridionalgeschwindigkeiten in verschiedenen
Hohen und Breiten.

+ 0,0075 Sof k x sin k x — 0,0018 Sin k x cos k x — 0,74 sin 7t x + 0,10 sin 2 7 x

die dritte Gl. (5) die Komponente w. Die hierbei not-
wendige Integration ist numerisch ausgefiihrt worden.
Die Resultate sind in den Tab.4, 5 u. 6 enthalten;
sie geben die Geschwindigkeitskomponenten fiir die
Hoéhenlagen x = 0,0; 0,2; 0,4; 0,6; 0,8 und 1,0 wieder;
0,8 entspricht der Photosphire, 1,0 dem Protube-
ranzenniveau. Einheit ist, wie schon erwihnt, die-
jenige Geschwindigkeit, die heliozentrisch einer Be-

Breite Phot. Fackeln Protub.
N =u secp
15° —016 — 0715 —0714
30 —0.65 —0.56 —0.54
45 —1.30 —1.14 —1.08
60 —1.95 —1.69 —1.62
75 —2.43 —2.09 —2.02
. )
15° — 0700 + 0712 + 0708
30 —0.00 +0.19 + 0.04
45 —0.00 + 0.24 + 0.02
60 —0.00 +0.14 + 0.02
75 —0.00 +0.14 -+ 0.02

Tab. 2. Berechnete Geschwindigkeiten;
Annahme k = 3,0 Vsing, xo = 2/3, in Einheiten von Grad
pro Tag =~ 500 km/Stde.
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Breite Phot. Fackeln Protub. Hiihe p=15° 30° 45° 60° 75°
N = usec ¢ 0.0 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
5 5 . . 02 | —007|—014| —0,11 | —0,05 | —0,01
15 —0.16 —0.15 —0.14 04 | —0,10|—020|—021|—016 | —0,09
30 —0.65 —0.60 —0.54 06 | —007|—014| —019 | —020 | —0,12
gg = }-3‘5) — i 32 == }gg 0.8 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
—L —1L —1.62 1. 04 2 2 ;
75 —2.43 —2.21 —2.02 0 =85 = 02 | 008 ) SN0
v Tab. 5. Meridionale Strémung v.
15° 000 + 0°04 -+ 0708
30 0.00 + 0.06 + 0.04 Hohe " R R R R
45 0.00 + 0.06 +0.02 . |®=15"| 30 45 60 75
60 0.00 +0.09 +0.03
75 0.00 +0.07 + 0.02 0,0 0,000 0,000/ 0,000| 0,000 0,000
02 |+ 0,002 + 0,000 | — 0,002 | — 0,005 | — 0,002
Tab. 3. Geschwindigkeiten unter der Annahme 0,4 + 0,006 | + 0,002 | — 0,006 | — 0,009 | — 0,008
k=50 | sing, x, = 0,8. 0.6 |+ 0,011+ 0,004 | — 0,009 | — 0,016 | — 0,018
0,8 |+ 0,013| + 0,006 | — 0,010 | — 0,019 | — 0,024
1,0 |+ 0,012 |+ 0,006 | — 0,009 | — 0,018 | — 0,023
the . © ] ) ] -
x = e s & ) Tab. 6. Radiale Stromung w.
0.0 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
02 |—010|—036| —055| —054 | —0,33 - ohne | mit
0.4 —0,17 | —0,61 | —0,95 | —0,96 | — 0,61 Oh€ | cingeklammerte Glieder
06 | —017 | —066| —106| —1,12 | —0,72
08 | —016| —056| —091 | —0,98 | —0,63 0,0 0,00 0,00
10 | —0,14 | —0,46 | —0,77 | — 0,81 | —0,53 0,2 —0,16 —0,16
0,4 —0,30 —0,29
Tab. 4. Zcnale Stromung u. 8’2 _8’(2)3 :8’(23
1.0 + 0,03 + 0,05

wegung von ein Grad pro Tag entspricht, das sind
500 km/Stde.

Nachdem die Losung des Gleichungssystems auch
numerisch vorliegt, erscheint eine Priifung der Ver-
einfachungen angebracht, unter denen die Losung ge-
wonnen wurde. Wir benutzen die dritte Gleichung
des Systems (3), welche lautet:

2usinfp—<y—;—avu—— L]
w 0z Rw 0y Ro (16)
+ %% tgp—2wecos v‘):—lF~
Ro e e o

Die eingeklammerten Glieder waren als klein ver-
nachlissigt worden. Zur Probe sei die linke Seite der
Gleichung einmal mit und einmal ohne Beriicksichti-
gung der eingeklammerten Glieder berechnet; die
Probe soll fiir die Geschwindigkeiten in 45° Breite
ausgefiihrt werden, da hier die schnellste Strémung
herrscht und daher auch die gréBBten Fehler zu erwar-
ten sind. Alle in der Rechenprobe auftretenden Dif-
ferentialquotienten sind numerisch bestimmt worden.
So ergab die linke Seite bei Einsetzung der gefun-
denen Losung die Werte der Tab. 7.

Tab. 7. Betrag der linken Seite von GI. (16).

Die Unterschiede sind gentigend klein, um die ein-
gefithrten Vernachlissigungen nachtriglich zu recht-
fertigen. Die beobachteten Werte sind ihrerseits nur
auf einige Prozent sicher.

Ein Blick auf die Zahlen der Tab. 4, 5 u. 6 zeigt,
daB im Gesamtstromungsbild dig ost-westliche Kom-
ponente stark iiberwiegt; es werden gewaltige Linear-
geschwindigkeiten bis iiber 500 km/Stde. erreicht, das
ist das Zehnfache der auf der Erde iiblichen Gréfen-
ordnungen. Der horizontale Windvektor erleidet mit
zunehmender Hohe eine Drehung, dhnlich wie in der
untersten Schicht der Erdatmosphire, in der die Rei-
bung eine Rolle spielt. Diese hindert den Wind an
seiner Tendenz, den Isobaren parallel zu stréomen,
und erst mit zunehmender Hohe, d. h. abnehmendem
Reibungseinflu3, kann der Wind auf die isobaren-
parallele Richtung drehen. In der Meteorologie wird
dieses Verhalten durch die ,,Ekman-Spirale” wieder-
gegeben und die vorliegende Untersuchung stellt ein
auf die Sonne iibertragenes Analogon dar; die hier
verwendete Gl. (7) ist die gleiche, aus der die Me-
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teorologie die Ekman-Spirale ableitet; der Unterschied
besteht nur darin, daf3 im terrestrischen Fall wegen
der geringen linearen Erstreckung der Reibungsschicht
(einige hundert Meter) der Druckgradient konstant
ist; auf der Sonne ist der Druckgradient mit der Héhe
verinderlich.

Die Zahlenwerte der Tab.4, 5 u. 6 zeigen, dal3
hier bis in die hochsten Atmosphirenschichten eine
durch Reibung verursachte Winddrehung stattfindet;

- U

Abb. 1. Zusammenhang zwischen zonaler und meridionaler
Windgeschwindigkeit (Ekman-Spirale) in den Atmosphi-
ren der Erde (oben) und der Sonne (unten) in 45° Breite.

Abb. 2. Stromungsbild der Sonnenatmosphire
(schematisch).

die auf der Erde nur ganz niedrige Reibungsschicht
erstreckt sich auf der Sonne infolge der grof3en
Zihigkeit bzw. Turbulenz durch die ganze Atmo-
sphire. Wenn man diesen Unterschied durch eine
MaBstabinderung beriicksichtigt, sieht die Abhiingig-
keit des Windvektors von der Héhe auf beiden
Himmelskorpern dhnlich aus (vgl. Abb. 1). Die fiir die
Sonne giiltige Figur zeigt die Spirale in verzerrter
Form; das rithrt von der Hohenabhiingigkeit des
Druckgradienten her; wire die antreibende Kraft in
allen Hohen konstant, dann wiirden beide Diagramme
identisch sein.

Der Austauschkoeftizient A lif3t sich aus der Kon-
stanten k leicht numerisch berechnen. Es ist nach (6)

k=50]sing = H|ownsing/A.
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Hier ist es notwendig, einen numerischen Wert
fiir H, die Hohe der Sonnenatmosphiire, einzusetzen,
von der die Niveaudifferenz Photosphire—Protube-
ranzen wegen x, = 0,8 den fiinften Teil ausmacht. Da
von den Protuberanzen meist die Endpunkte auf
Sonnenbildern vermessen werden, beziehen sich die
ermittelten Stromungen auf ein Niveau, das nicht
wesentlich {iber der Chromosphiire liegt. Nimmt man
als Hohe dieses Niveaus 10000 km an, dann wiirde
der starr rotierende Sonnenkern 40000 km unter der
Photosphire liegen. Fiir den Austauschkoeffizienten
erhilt man A/o = 0,3-10'3 cm? sec—.

Es ist von Interesse, diesen Wert mit anderen Be-
stimmungen zu vergleichen. Aus dem Helligkeits-
unterschied zwischen den Granula und der ungestér-
ten Photosphire hat Siedentopf!® unter Be-
nutzung seiner Theorie der Konvektion in Stern-
atmosphiren fiir die Sonne einen Austauschkoeffizien-
ten von 0,2-10° abgeleitet; als Dichte nahm er
0 =0,3-1007 an, so da3 man erhalten wiirde
Alo = 0,7-1013 cm? sec— 1,

Auf verschiedenen Wegen hat Czada* den Aus-
tauschkoeffizienten abgeleitet. Er zeigte, da3 Mes-
sungen von Bruggencate und Grotrian iiber die
Lebensdauer der Granulationselemente auf den Wert
Alo =0,62-10'3cm?sec! fiihren; aus seiner eigenen
Theorie erhielt er Werte, welche A/p zwischen 0,8 1013
und 5-10'3 ergaben. Die Tatsache, daB3 alle Bestim-
mungsmdoglichkeiten des Austauschkoeffizienten nahe
gleiche Werte liefern, zeigt, da3 die Behandlung der
Gasbewegungen auf der Sonne als turbulente Stro-
mung irgendwie den Tatsachen entspricht. Die sehr
geringe Dichte der Sonnenatmosphire bedingt eine
groBBe kinematische Ziihigkeit und dadurch den iiber-
ragenden EinfluB der Reibung auf alle Bewegungen.

Die Stromung selbst hat nach den Zahlen der
Tab. 4, 5 u. 6 den folgenden Verlauf. In geringer
Hohe iiber dem Kern sind alle v negativ, die Gas-
massen flieBen von den Polen zum Aquator; auch
die u sind negativ, eine Folge der ablenkenden
Coriolis-Kraft. Die radiale Komponente ist am Aqua-
tor positiv und in hohen Breiten negativ, die Gase
steigen also am Aquator hoch und an den Polen nie-
der. In den oberen Schichten der Atmosphire ist v
positiv, hier findet das Abstrémen der am Aquator
aufgestiegenen Gase zu den Polen statt. So ergibt
sich das Bild einer geschlossenen meridionalen Zir-
kulation, der sich die Ablenkung infolge des rotieren-
den Koordinatensystems iiberlagert. Die Abb. 2 gibt

13 H.Siedentopf, Astronom. Nachr. 255, 157 [1935].
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x p=15 30 45 60 75
0,0 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
0,2 +011 | +055 | +1,09 | + 1,24 | + 0,83
0,4 +018 | +090 | +189 | +228 | + 1,61
0,6 +018 | +0,92 | +210 | +2,66 | + 1,93
0,8 +011 | +059 | +1,39 | + 1,83 | 4+ 1,37
1,0 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00

Tab. 8. Werte der Funktion g(x,¢) 10—3.

das Stromungsbild im Meridianschnitt wieder; der
stark umrandete Kreis ist der starr rotierende Kern
der Sonne, die gestrichelte Linie ist das mittlere Pro-
tuberanzenniveau, bis zu dem sich die Untersuchung
erstreckt; in der Hohe 0,8 wiirde die der Deutlichkeit
halber nicht eingezeichnete Photosphire liegen.

Um diesem kinematischen Bild eine dynamische
Deutung geben zu kénnen, mufl die Verteilung der
duBeren Kriifte bestimmt werden. Uber ihre physi-
kalische Natur ist nichts bekannt; sie sollen daher
einfach mit dem Druckgradienten zusammengerech-
net, also die ganze in meridionaler Richtung wirksame
Kraft als Druckgradient aufgefal3t werden; damit wird
nur den unbekannten Kriiften ein vorliufiger Name
gegeben, der keine Festlegung in physikalischer Hin-
sicht bedeuten soll. Um g(x, ¢) zu berechnen, muf3
man die gefundene Losung (15) in die Differential-
gleichung (7) einsetzen und findet

@=15°10—2g (x) = + 0,19sin T x
30 + 0,96 sin T x — 0,02 sin 2 7T x
45 + 2,10sintx—0,16sin2 1 x
60 + 260sin1x—0,31sin2 T x
75 + 1,86sin:tx—0,28sin2 T x .

Der Faktor 103 ist hinzugefiigt worden, um Zah-
len von der Gréenordnung 1 zu erhalten. Den nume-
rischen Verlauf der Funktion g gibt die Tab. 8 wieder.

Die Druckgradienten sind iberall positiv, der
Druck steigt demnach mit der Breite an; die Kraft ist
von den Polen zum Aquator gerichtet, was schon aus
dem Drehsinn der Zirkulation, die die Gasmassen
ausfithren, hervorging.

Die physikalische Natur der Meridionalkraft bleibt
unbestimmt. Wenn es sich um ein thermisches Phiino-
men handelt, miiite die Sonne am Aquator heiler
sein als an den Polen; die Energiequellen im Sonnen-
innern miiflten dann eine Konzentration zum Aqua-
tor aufweisen.

Man kann auch die Grofle des fiir eine solche Er-
klirung notwendigen Temperaturunterschiedes zwi-
schen Pol und Aquator abschitzen. Man wiirde bei
dieser Hypothese den Druckgradienten als einzige

in meridionaler Richtung wirkende Kraft ansehen,
also in Gl. (6) f =0 setzen. Sie ergibe dann fiir den
Druckunterschied 4p zwischen Pol und Aquator

/2

1 - R o sin® ¢
=[P e =
0

7 R o sin? =
4 k*

Bei der numerischen Auswertung setzen wir fiir
g(x, @) nach Tab.7 den mittleren Wert 103 ein; da
alle Geschwindigkeiten in heliozentrischem Grad pro
Tag gegeben sind, ist g(x, ¢) zwecks Reduktion auf
das cgs-System noch mit dem Faktor R arc 1° /86400
= 1,3-10* zu multiplizieren; also ist der Druckunter-
schied mit den Zahlenwerten
R=6,9-10" o =10.3-10"",

g=13-10

4 k*/sin® ¢ = 2,5- 107,

zu berechnen und ergibt

% Ap = 8,1 10° cgs-Einheiten .

Mit dem Temperaturunterschied AT hingt Ap durch
die Gasgleichung zusammen

W Ap
R o’

AT = (R ist hier die Gaskonstante)

numerisch folgt also
AT =37u.

Da das Molekulargewicht im #ufersten Fall den
Wert 2 ein wenig iiberschreitet, ist unter allen Um-
stinden der Temperaturunterschied kleiner als 100°.
Wenn also die Sonne am Aquator um weniger als
100° heiB8er ist als an den Polen, wiirde das als Er-
klirung der in ihrer Atmosphiire beobachteten Stro-
mungen geniigen. Dieser geringe Unterschied kann
so erhebliche Wirkungen erzielen, weil die Dichte in
der Sonnenatmosphire sehr niedrig ist; die gering-
sten duBeren Krifte konnen die Materie in rasche
Bewegung setzen.

Das dynamische Bild, welches eine mogliche Deu-
tung der systematischen Stromungen in der Sonnen-
atmosphire darstellt, ist demnach das folgende: Es
herrscht auf der Sonne eine iquatorwiirts gerichtete
Meridionalkraft, deren physikalische Natur unbe-
stimmbar ist; es kann sich um elektromagnetische
Kriifte handeln oder um thermische Krifte infolge
einer hoheren Temperatur am Aquator gegeniiber
dem Pol. Diese Kraft setzt die Gasmassen in den
Schichten unmittelbar {iber dem starr rotierenden
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Kern in eine zum Aquator gerichtete Bewegung. In-
folge der Ablenkung im rotierenden Koordinaten-
system stromen die dquatorfernen Gase entgegen
der Rotationsrichtung und verursachen in hoheren
Breiten die gegeniiber dem Aquator verlangsamte
Drehgeschwindigkeit. In den hoheren Schichten, iiber
der Photosphire, miifite, da hier die Gasmassen pol-
wirts stromen, der entgegengesetzte Fall eintreten;
infolge der Ablenkung mii8ten die #quatorfernen
Gasmassen mit vermehrter Rotationsgeschwindigkeit
vorauseilen. Aber die starke turbulente Reibung

W.BECKER UND W.DIEMINGER

zwingt sie, sich fast vollstindig dem Bewegungs-
zustand der unteren Schichten anzupassen. Sie eilen
gegeniiber diesen nur ein wenig voraus, und daher
ist die Abnahme der Rotationsgeschwindigkeit mit
der Breite in groBeren Hohen etwas langsamer als in
und unterhalb der Photosphire. Dieses Bild, welches
die wichtigsten Beobachtungstatsachen erklirt, konnte
als Grundlage dienen, um die Stromungen in der

‘Sonnenatmosphire mechanisch zu deuten.

Hrm. Prof. Schoenberg bin ich fiir Anregung und
Ratschlige zu dieser Arbeit zu grofStem Dank verpflichtet.,

Der wirksame, mittagliche Rekombinationskoeffizient der Fo-Schicht
berechnet aus deren Grenzirequenzverlauf wéahrend des
Mogel-Dellinger-Effektes am 19. Nov. 1949

Von WALTER BECKER und WALTER DIEMINGER
Aus dem Institut fiir Ionosphirenforschung in der Max-Planck-Gesellschaft, Lindau (Harz)
(Z. Naturforschg. 5 a, 308—311 [1950]; eingegangen am 28. April 1950)

Als wirksamer mittéiglicher Rekombinationskoeffizient wurde aus der Ionisationszunahme in
der F,-Schicht wihrend des Mogel-Dellinger-Effektes am 19. Nov. der Wert afp, = 1,9-10—10
errechnet. Dieser Wert ist ein Grenzwert; der tatsichliche kann nur gréBer sein, aber nicht klei-
ner. Er ist von derselben GroBenordnung wie die in der Literatur angegebenen, nichtlichen
Werte. Die Triigerproduktion in der F,-Schicht war im Beginn des Magel-Dellinger-Effektes

doppelt so grof3 wie die normale Ionisierung.

m 19. November zwischen 11.30 und 13.00 Uhr
(alle Zeiten in dieser Arbeit werden in MEZ an-

. gegeben) fand ein Mogel-Dellinger-Effekt * statt; er
unterschied sich von allen bisher von uns beobachte-
ten und uns aus der Literatur bekannten Mogel-
Dellinger-Effekten? 3 durch eine plétzliche, starke
Zunahme der Grenzfrequenz aller beobachteten
Schichten, nimlich der E;-, E,- und F,-Schicht. Nach
der Storung kehrte die Grenzfrequenz in allen Schich-
ten wieder auf ihren Normalwert zuriick. Unter be-
stimmten Voraussetzungen kann man aus dem zeit-
lichen Ablauf dieses Vorganges auf den wirksamen
Rekombinationskoeffizienten der einzelnen Schichten

* Uber die gleichzeitige Zunahme der Hohenstrahlung
und weitere Einzelheiten vgl.1.

t R-Miiller, O. Augustin u W. Menzel,
A.Ehmert, H. Salow, A Sittkus, W. Die-
minger u. K. H Geisweid, J.Bartels, J. Atmo-
spheric terrestrial Physics 1 [1950] (im Druck).

2 L. V.Berkner uu H W. Wells, Terr. Magn.
42, 183 [1937].

3B. Beckmann, Die Ausbreitung der elektro-
magnetischen Wellen, Bd. 2, S. 208, Akad. Verlagsges.
Geest und Portig K.G., Leipzig 1948.

schlieBen. Diese Voraussetzungen werden in dem vor-
liegenden Beispiel am besten von den Vorgingen in
der F,-Schicht erfiillt. Darum kann der mittigliche
Wert des wirksamen Rekombinationskoeffizienten
nur fiir diese Schicht berechnet werden; fiir die Werte
der anderen Schichten ist nur eine Abschitzung
moglich.

Berechnung des Rekombinations-
koeffizienten

In Abb. 1 ist der Verlauf der ordentlichen Grenz-
frequenz einer jeden Schicht in Abhéngigkeit von der
Tageszeit aufgetragen. Die Kurve fq gibt die jeweils
niederste Frequenz an, bei der wir mit unserer Appa-
ratur noch Echos aus der Ionosphire erhalten haben.

Unsere Beobachtungen werden normalerweise jede
volle und jede halbe Stunde durchgefiithrt. Wegen
des M.-D.-Effektes wurde jedoch um 11.47 Uhr eine
zusiitzliche Aufnahme gemacht. Bei diesen Aufnah-
men wird der Frequenzbereich von 1—16 MHz in
8 Min. durchlaufen, und zwar werden die einzelnen
Frequenzen 2; 4; 8; 11,3 MHz jeweils nach 2; 4;



